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Co mo»na skonstruowa¢?
Maj¡c dany odcinek dªugo±ci 1 mo»na skonstruowa¢:

1. odcinek dªugo±ci równej dowolnej liczbie wymiernej dodatniej;

2. odcinek dªugo±ci p =
√

q przy danym odcinku dªugo±ci q.

Liczy konstruowalne

Def. 1. Liczby konstruowalne to wszystkie liczby, które mo»na otrzyma¢ z
liczby 1 za pomoc¡ dziaªa« dodawania, odejmowania, mno»enia dzielenia i
wyci¡gania pierwiastka kwadratowego.

1. a + b
√

q, gdzie a, b s¡ wymierne, a
√

q jest niewymierny,

2. c + d
√

e, gdzie c, d, e s¡ takie jak w pkt. pierwszym, a
√

e ju» nie,

3. itd., przykªadowo: 2 + 3
√

2, 2 + 5
√

2 + 3
√

2, 1 + 3
√

2 + 5
√

2 + 3
√

2.

Zadania staro»ytnych i Pierre Laurent Wantzel (1814-1848)
Trzy sªynne zadania staro»ytnych:

• Podwojenie sze±cianu: Maj¡c dany sze±cian, skonstruowa¢ kraw¦d¹ sze±-
cianu o dwukrotnie wi¦kszej obj¦to±ci.

• Trysekcja k¡ta: Podzieli¢ dany k¡t na trzy k¡ty przystaj¡ce.

• Kwadratura koªa: Skonstruowa¢ kwadrat o takim samym polu jak dane
koªo.

Twierdzenie 1 (Wantzela). Je»eli dana liczba jest konstruowalna za pomoc¡

cyrkla i linijki, to jest ona pierwiastkiem pewnego wielomianu o wspóªczynnikach

wymiernych, którego stopie« jest pot¦g¡ liczby 2.

Przykªadowo: 2 + 3
√

2 jest pierwiastkiem wielomianu x2 − 4x− 14.

Wn. 1. Podwojenia sze±cianu, kwadratury koªa i trysekcji dowolnego k¡ta nie

mo»na wykona¢ za pomoc¡ cyrkla i linijki.
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Rysunek 1: Konstrukcje ilorazu i pierwiastka

Rysunek 2: Trysekcja k¡ta za pomoc¡ cyrkla i linijki z zaznaczonymi dwoma
punktami

Trysekcja dowolnego k¡ta za pomoc¡ cyrkla i linijki z zaznaczonymi
dwoma punktami PQ

1. Kre±limy okr¡g o ±rodku O i promieniu PQ, który przecina ramiona k¡ta
w punktach A i B.

2. Linijk¦ przykªadamy w ten sposób do punktu B, »e P znajduje si¦ na
przedªu»eniu ramienia OA, a Q na okr¦gu.

3. K¡t APB ma miar¦ równ¡ jednej trzeciej miary k¡ta AOB.

Liczby pierwsze Fermata i konstrukcje n-k¡tów

Fi = 22k

+ 1

2



Rysunek 3: Wyznaczenie dªugo±ci boku dziesi¦ciok¡ta foremnego wpisanego w
okr¡g o promieniu 1

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537 F5 = 4294967297 nie jest
liczb¡ pierwsz¡ (Euler, 1732). 4294967297 = 641 ·6700417. Dot¡d nie wiadomo,
czy s¡ inne liczby pierwsze Fermata.

Twierdzenie 2 (Gaussa-Wantzela, 1801/1837). n-k¡t foremny jest konstruowalny

wtedy i tylko wtedy, gdy

n = 2k · p1 · p2 · ... · pl

gdzie p1, p2, ..., pl s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi Fermata.

17-k¡t - Gauss (1796) 257-k¡t - Richelot i Schwendenwein (1832) 65537-k¡t
- Johann Gustav Hermes (1894)

Konstrukcja pi¦ciok¡ta foremnego (Rys. 3)

•
1
x

=
x

1− x

•
x2 + x− 1 = 0; ∆ = 5; x =

−1 +
√

5
2

• dªugo±¢ boku dziesi¦ciok¡ta foremnego wpisanego w okr¡g o promieniu 1
jest równa

x =
−1 +

√
5

2
;
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Rysunek 4: Konstrukcja pi¦ciok¡ta |AB| = −1+
√

5
2

•
ϕ :=

1 +
√

5
2

=
1
x

nazywana jest zªotym podziaªem (caªo±¢ do dªu»szej ma si¦ tak, jak dªu»sza
do krótszej).

• dªugo±¢ boku pi¦ciok¡ta foremnego wpisanego w okr¡g o promieniu 1

y =

√
5−
√

5
2

.

Twierdzenie Mohra (1672), Mascheroniego (1797)

Twierdzenie 3 (Mohra-Mascheroniego). Dowoln¡ konstrukcj¦ wykonaln¡ za

pomoc¡ cyrkla i liniaªu mo»na przeprowadzi¢ za pomoc¡ samego cyrkla, je±li

prost¡ uwa»amy za dan¡ gdy dane s¡ dwa ró»ne jej punkty.

Def. 2. Inwersj¡ (symetri¡ wzgl¦dem okr¦gu) o ±rodku O i promieniu r nazy-
wamy przeksztaªcenie, które dowolnemu punktowi X 6= O przyporz¡dkowuje
taki punkt X ′ póªprostej OX, »e

|OX ′| · |OX| = r2.

Twierdzenie 4. Inwersja przeprowadza proste, które nie przechodz¡ przez jej

±rodek w okr¦gi.

Konstrukcje do dowodu Twierdzenia Mohra-Mascheroniego:
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Rysunek 5: Obraz punktu P w inwersji wzgl¦dem czerwonego okr¦gu i punktu
Q w symetrii wzgl¦dem prostej AB

Rysunek 6: Wyznaczenie okr¦gu przechodz¡cego przez A,B,C. Za pomoc¡
inwersji o ±rodku C i promieniu |AC| przeprowadzamy szukany okr¡g w
prost¡ AB′. �rodek szukanego okr¦gu jest obrazem w tej inwersji punktu C ′

symetrycznego do C wzgl¦dem AB′.
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Rysunek 7: Przeci¦cie okr¦gu prost¡ AB. Prost¡ przeprowadzamy w okr¡g
przechodz¡cy przez O,A′, B′.

Rysunek 8: Przeciecie prostych AB i CD. Proste przeprowadzamy w okr¦gi.
Ich punkt przeci¦cia jest obrazem punktu przeci¦cia okr¦gów.
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Plan konstrukcji pi¦ciok¡ta foremnego za pomoc¡ samego cyrkla

1. na okr¦gu o ±rodku O promieniu r odkªadamy kolejno punkty A, B,C, D
promieniem r;

2. wyznaczamy punt E przeci¦cia okr¦gów o ±rodkach A, D i promieniu |AC|

3. wyznaczamy ±rodek Q ªuku BC przecinaj¡c wyj±ciowy okr¡g ªukiem o
±rodku A i promieniu |OE|;

4. odkªadaj¡c promie« r z punktu Q wyznaczamy ±rodki P , R ªuków AB i
CD odpowiednio.

5. wyznaczamy punkt S przeci¦cia ªuków zakre±lonych z punktów P i R
promieniem |AQ| w stron¦ ±rodka okr¦gu.

6. |AS| jest dªugo±ci¡ boku pi¦ciok¡ta foremnego wpisanego w okr¡g.

Twierdzenie Ponceleta (1822), Steinera (1833)

Twierdzenie 5 (Ponceleta-Steinera). Je±li dana konstrukcja jest wykonalna za

pomoc¡ cyrkla i linijki, to jest ona wykonalna za pomoc¡ samej linijki, o ile dany

jest na pªaszczy¹nie pewien okr¡g wraz ze ±rodkiem.

7


