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Co mozna skonstruowaé?
Majac dany odcinek dtugosci 1 mozna skonstruowac:

1. odcinek dtugosci réwnej dowolnej liczbie wymiernej dodatnie;j;

2. odcinek dtugosci p = /g przy danym odcinku dtugosci g.

Liczy konstruowalne

Def. 1. Liczby konstruowalne to wszystkie liczby, ktére mozna otrzymaé z
liczby 1 za pomoca dziatan dodawania, odejmowania, mnozenia dzielenia i
wyciagania pierwiastka kwadratowego.

1. a+ b/q, gdzie a,b sa wymierne, a /q jest niewymierny,

2. ¢+ dy/e, gdzie ¢, d, e sa takie jak w pkt. pierwszym, a /e juz nie,

3. itd., prayktadowo: 2 +3v/2, 2 +5v/2+3v/2, 1 +31/2 + 5v/2 + 3v2.

Zadania starozytnych i Pierre Laurent Wantzel (1814-1848)
Trzy stynne zadania starozytnych:

e Podwojenie szeScianu: Majac dany sze$cian, skonstruowaé krawedz szes-
cianu o dwukrotnie wiekszej objetosci.

e Trysekcja kata: Podzieli¢ dany kat na trzy katy przystajace.

e Kwadratura kota: Skonstruowa¢ kwadrat o takim samym polu jak dane
koto.

Twierdzenie 1 (Wantzela). Jezeli dana liczba jest konstruowalna za pomocg
cyrkla i linigki, to jest ona pierwiastkiem pewnego wielomianu o wspotczynnikach
wymiernych, ktorego stopien jest potegq liczby 2.

Przyktadowo: 2 + 31/2 jest pierwiastkiem wielomianu z2? — 4z — 14.

Wn. 1. Podwojenia szeScianu, kwadratury kota i trysekcji dowolnego kgta nie
mozna wykonaé za pomocq cyrkla @ linijki.



Rysunek 1: Konstrukcje ilorazu i pierwiastka

Rysunek 2: Trysekcja kata za pomoca cyrkla i linijki z zaznaczonymi dwoma
punktami

Trysekcja dowolnego kata za pomoca cyrkla i linijki z zaznaczonymi
dwoma punktami P(Q

1. Kredlimy okrag o §rodku O i promieniu PQ, ktéry przecina ramiona kata
w punktach A i B.

2. Linijke przykladamy w ten sposéb do punktu B, ze P znajduje sie na
przedtuzeniu ramienia OA, a @ na okregu.

3. Kat APB ma miare réwna jednej trzeciej miary kata AOB.

Liczby pierwsze Fermata i konstrukcje n-katow

F=2"11



Rysunek 3: Wyznaczenie dtugoéci boku dziesieciokata foremnego wpisanego w
okrag o promieniu 1

Fo=3, 1 =5, Fy =17, F3 =257, Fy = 65537 F5 = 4294967297 nie jest
liczba pierwsza (Euler, 1732). 4294967297 = 641-6700417. Dotad nie wiadomo,
czy sa inne liczby pierwsze Fermata.

Twierdzenie 2 (Gaussa-Wantzela, 1801/1837). n-kqt foremny jest konstruowalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy
n=2"ppy..p

gdzie p1,pa, ..., p1 $q roznymi liczbami pierwszymi Fermata.

17-kat - Gauss (1796) 257-kat - Richelot i Schwendenwein (1832) 65537-kat
- Johann Gustav Hermes (1894)

Konstrukcja pieciokata foremnego (Rys. 3)

_—1+V5

2?+r—-1=0, A=5 z= 5

o dlugosé boku dziesieciokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1

jest réwna
~1+5



Rysunek 4: Konstrukcja pieciokata |AB| = _142"/5

X

nazywana jest ztotym podziatem (catosé do dtuzszej ma sie tak, jak dtuzsza
do krotszej).

o dlugosé boku pieciokata foremnego wpisanego w okrag o promieniu 1

_[5-v5
y= 5

Twierdzenie Mohra (1672), Mascheroniego (1797)

Twierdzenie 3 (Mohra-Mascheroniego). Dowolng konstrukcje wykonalng za
pomocqg cyrkla i liniatu mozna przeprowadzié¢ za pomocg samego cyrkla, jesli
prostg uvwazamy za dang gdy dane sqg dwa rézne jej punkty.

Def. 2. Inwersjg (symetrig wzgledem okregu) o srodku O i promieniu r nazy-
wamy przeksztalcenie, ktére dowolnemu punktowi X # O przyporzadkowuje
taki punkt X’ potprostej OX, ze

|OX'| - |0X]| = r?.

Twierdzenie 4. Inwersja przeprowadza proste, ktdre nie przechodzq przez jej
Srodek w okregi.

Konstrukcje do dowodu Twierdzenia Mohra-Mascheroniego:

I



he

Rysunek 5: Obraz punktu P w inwersji wzgledem czerwonego okregu i punktu
@ w symetrii wzgledem prostej AB

Rysunek 6: Wyznaczenie okregu przechodzacego przez A,B,C. Za pomocy
inwersji o $rodku C i promieniu |AC| przeprowadzamy szukany okrag w
prosta AB’. Srodek szukanego okregu jest obrazem w tej inwersji punktu C’
symetrycznego do C' wzgledem AB’.



Rysunek 7: Przeciecie okregu prosta AB. Prosta przeprowadzamy w okrag
przechodzacy przez O, A, B’.

Rysunek 8: Przeciecie prostych AB i C'D. Proste przeprowadzamy w okregi.
Ich punkt przeciecia jest obrazem punktu przeciecia okregéw.



Plan konstrukcji pieciokata foremnego za pomoca samego cyrkla

1.

na okregu o §rodku O promieniu r odktadamy kolejno punkty A, B,C, D
promieniem 7;

wyznaczamy punt E przeciecia okregéw o srodkach A, D i promieniu |AC|

wyznaczamy Srodek @ tuku BC' przecinajac wyjsciowy okrag tukiem o
srodku A i promieniu |OE|;

odkladajgc promien r z punktu @ wyznaczamy $rodki P, R tukéw AB i
CD odpowiednio.

wyznaczamy punkt S przeciecia tukéw zakre§lonych z punktéw P i R
promieniem |AQ| w strone §rodka okregu.

|AS| jest dtugoscia boku pieciokata foremnego wpisanego w okrag.

Twierdzenie Ponceleta (1822), Steinera (1833)

Twierdzenie 5 (Ponceleta-Steinera). Jesli dana konstrukcja jest wykonalna za
pomocq cyrkla ¢ linigki, to jest ona wykonalna za pomocqg samej linigki, o ile dany
jest na ptaszczyzinie pewien okrqg wraz ze Srodkiem.



