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Uktady rownan liniowych, macierze,
Google

Najnowsza wersja tego dokumentu dostepna jest pod
adresem

http://wmii.uwm.edu.pl/~denisjuk/uwm/
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Uktad rownan linowych

x4+ 2y = 0,
dr—y=4
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Drugi uktad

x + 2y = 06,
3r + 6y =14
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Trzeci uktad

x + 2y = 06,
3r + 6y = 18
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Uktad (0) jest sprzecznym

x + 2y = 06,
3r + 6y =4

brak rozwigzan
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Uktad (0) nie jest uktadem

x4+ 2y = 0,
3r + 0y = 18
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Podsumowanie

Uktad moze:
miec jedyne rozwigzanie
nie mie¢ rozwigzan
mieC nieskonczenie wiele rozwigzan

Uktad nie moze mie¢ doktadnie 2 rozwigzan
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Wieksza ilosc niewiadomych

r+4dy — 22+ 3t =9,
20 —y —z—1t =4,
Sr+Ty+z—2t=171,
3r — 2y — 8z + 5t = 21.

2R, + 3Ry — Rs = sprzecznosé
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Wieksza ilosc niewiadomych

r+4dy — 22+ 3t =9,
20 —y — 2z —t =4,
Sr+Ty+z—2t=171,
3r — 2y — 8z + 5t = 23.

2R: + 3Ry — R3 = trzy rOwnania, cztery niewiadome,
uktad nieokreslony
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Wieksza ilosc niewiadomych

r+y+z+t=1,
20 + 2y + 22+ 2t = 0.

Rownan wiecej, niz niewiadomych, uktad sprzeczny
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Poglad geometryczny. Uktad (0)




Poglad geometryczny. Uktad (0)




Poglad geometryczny. Uktad (0)




Ogolne podejscie geometryczne

Dwie ptaszczyzny (dwa uktady wspotrzednych): (x, y)
oraz (X,Y).

Kazdemu punktowi (z,y) przyporzadkujemy punkt
(X,Y), taki ze

r+ 2y = X,
dr—y=Y.

Zeby rozwiazaé uktad (0), trzeba znalez¢ taki punkt
(x,y), ze dla odpowiedniej pary (X, Y') spetniona byta
rownosc (X,Y) = (6,4).
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Przeksztatcenie (z,y) — (X,Y)
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Geometria
przeksztatcenia (z,y) — (X,Y)




Analiza uktadu (0)

Obrazem kwadratéw sg réwnolegtoboki.

Kazdy punkt na ptaszczyznie (X, Y) jest obrazem
pewnego punktu (z,y) = dla kazdych (X, Y) uktad
bedzie miat rozwigzanie.

Rozne (x,y) przechodzg do roznych (X,)Y) =
rozwigzanie jest jednoznaczne.
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Geomelria przeksztatcenia dla
rownan (0) i (0)

r+ 2y = X,
3r + 6y =Y.

— ] —
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Analiza uktadow (0) i (0)

Obrazem catej ptaszczyzny jest prosta.

(6,4) nie lezy na tej prostej = uktad (0) nie ma
rozwigzan.

(6,18) lezy na prostej = uktad (0) ma rozwigzania.

Cata prosta = + 2y = 6 zostaje spfaszczona do punktu
(6,18) = uktad (0) ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

Spotkania z Matematyka — p. 20



Analiza ogolnego uktadu

ar +by =X
cx +dy=Y

Wiasciwosci uktadu zaleza od wtasciwosci
przeksztatcenia (z,y) — (ax + by, cx + dy)

(ax +by+cz=X
de +ey+ fz=Y
\gr+hy+kz=27

/"

(x,y,2) — (ax + by + cz,dx + ey + fz,g9x + hy + kz)
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Jezyk teorii mnogosci

ax + by = X,
cx+dy =Y.

Uktad ma rozwigzanie < (X,Y) nalezy do obrazu
przeksztatcenia T'(z, y) — (ax + by, cx + dy)

(X,Y) € Im(T)

Spotkania z Matematyka — p. 22



Jaki moze byc obraz T ?

Ptaszczyzna — uktad (0)
Prosta — uktady (0) oraz (0)
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Obraz przeksztatcenia a przestrszen

rozwigzan
Obraz Przestrzen rozwigzan
ptaszczyzna | punkt
prosta prosta

punkt ptaszczyzna

Spotkania z Matematyka — p. 24



W R’

Obraz Przestrzen rozwigzan
R? punkt

ptaszczyzna | prosta

prosta ptaszczyzna

punkt R3

W R": suma wymiaru obrazu przeksztatcenia
| wymiaru przestrzeni rozwigzan uktadu rowna jest n
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Macierze

Niech dane bedzie przeksztatcenie T'(z,y) = (X, Y),
. Jaxr+by = X,
gdzie {cx +dy =Y.

Macierz przeksztatcenia: (a Z)
C

[z X
Wektory-kolumny. (y) (Y)
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Uktad w postaci macierzowej

(0 1) (5) = () o

. . a b\ . x\ .
loczynem macierzy . | kolumny ) jest

kolumna (ax * by)
cx + dy

dwie kolumny sg rowne, jezeli rowne sg ich
odpowiedne elementy
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L Q. &

> O o

Ukiad trzech rownan o trzech
niewiadomych

T O
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Mnozenie przeksztafcen

Niech dane bedzie drugie przeksztatcenie,

U(X,Y) = (X,Y), gdzie {AX +BY =X,

CX+DY=Y.
A B\ (X\ (X
C D Y/ \Y
lloczynem przeksztatcen T'i U jest przeksztatcenie
ztozone UT' (z,y) = U(X,Y) = (X,Y)

czyli
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Macierz iloczynu przeksztatcen

X =AX + BY = A(azx + by) + B(cx + dy) =

(Aa + Be)x + (Ab+ Bd)y

Y =CX + DY =C(ax + by) + D(cx + dy) =

(Ca+ Dc)x + (Cb+ Dd)y
Aa+Be Ab+Bd\ (z) _ (X
Ca—+ Dc Cb+ Dd y) \Y

o) -6)
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Definicja iloczynu macierzy

A B (a b\ (Aa+ Bc Ab+ Bd
C D ¢c d)] \Ca+ Dc Cb+ Dd
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Przyktad

Niech G bedzie symetrig wzgledem osi Ox

Niech H obrotem dookota srodka wspoétrzednych o kat
90° zgodnie ze wskazuwkg zegara.

G(z,y) = (x,—y), macierz G = ((1) _01)

H(x,y) = (y,—x), macierz H = (_01 (1)>
. I 0 0 1 0 1
o~ (1 0).(% )= (1)
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Obrot

Niech R, bedzie obrotem o kat 6.
cosf) —sin 9>

sin@ cos@

Macierz Ry = (

Niech R, bedzie obrotem o kat .

Macierz ft, = (57~ "),

lloczyn obrotow RyR, = Ry,

| ~ [cos(0 4+ ¢) —sin(0+ )
Macierz R4, = (sin(9 + @) cos(f + )
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Obrot

lloczyn macierzy
RyR, — C?SQ —sind) Cf)SgD —sin @ _
sinff  cosf siny  Cos

(COSQCOSQO —sinfsiny — cos#sin e — sin 6 cos gp)

sinf cosp + cosfsinp —sinf cosy + cos b cos

(cos(@ + ) —sin(f + go)> |

sin(f + ¢)  cos(f + @)

Whiosek:
cos(f + ¢) = cos b cos p — sin @ sin @,
sin(f + ¢) = sin 6 cos ¢ + cos 6 sin .
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Wektory n-wymiarowe

Zmiana oznazcen

()~ ()~

X1

Z X3 T,

Spotkania z Matematyka — p. 35



Dodawanie wektorow
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Mnozenie wektorow przez o € R

o(5) = ()
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Macierze n-wymiarowe
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Mnozenie macierzy przez wektor

a b\ (x\ [(ar+by
c d) \y) \ecx+dy
— (all a12> (M) _ <6L11$1 +a12x2>
21 92 T2 2171 + A22T9

ailr '+ Qip 1 a11T1 + -+ a1pTy

Ap1 Unn Ln An1d1 + et ApnLn
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Wygodne oznaczenie dla sumy

n
:/Cl—’—...—’—:’vn:zxz
1=1
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Abstrakcyjna przestrzen wektorowa

Zbior X', na ktorym okreslone sg dwa dzalania

dodawanie
+: A XX —- X

(X, V)= X+Y
mnozenie przez liczbe rzeczywistg (skalowanie)
T RX A - X
(0, X) — a- X(=aX)

nawyza sie przestrzenig wektorowg (liniowg), jezeli
spetnione sg warunki:
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Przestrzen wektorowa. Dodawanie

Dodawanie wektorow jest fgczne:
VX,Y,Z € X zachodzi (X +Y)+Z =X+ (Y + 2)

Dodawanie wektorow jest przemienne:
VX, YeXjest X+Y =Y+ X

Dodawanie wektorow ma element neutralny:

10 € X', nazywany wektorem zerowym, ze
X + 0= X dladowolnego X € X.

Dodawanie wektorow pozwala na odejmowanie:

VX € X istnieje element X’ € X', nazywany
wektorem przeciwnym do X, taki, ze X + X' =0
(wygodne oznaczenie: X' = —X).
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Przestrzen wektorowa. Skalowanie

Skalowanie jest rozdzielne wzgledem dodawania
wektorow:
VAeR XY € X zachodzi a(X +Y) = aX + aY

Skalowanie jest rozdzielne wzgledem dodawania liczb:
Vo, e R X € Xjest (a+ )X = aX + X

Skalowanie jest zgodne z mnozeniem liczb:
Vo, e R X € X jest a(fX) = (af)X

VX eXjestl X =X.
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Przestrzen wektorowa. Przyktady

Rn
Wielomiany R|z]
Wielomiany dwoch zmiennych Rz, v

Szeregi potegowe R||z]]

oo

) .

ap + a1x + asx® + -+ = > a;x"
i=0
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Przeksztaicenia liniowe

Przeksztatcenie L : X - X, X w— L(X)=LX
nazywa sie liniowym, jezeli:
VX,Y € X spetnionojest L(X +Y)=LX + LY
Va € R, VX € X spetniono jest L(aX) = aL X
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Google

Uporzadkowac strony (wyniki wyszukiwania)
Waznos¢ strony P jest W (P)
Niech strona P; ma [; odnosnikow

Jezeli P; ma link na P;, strona P; przekazuje W (F;)/l;
swojej waznosci na P;

Waznos¢ P, wyniesie

Pj eB; J

gdzie B; jest zbiorem stron z odnosnikami do P,
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Google — podejscie algebraiczne

Macierz hiperlinkow H:

1 T
=, jezelip; € B;
hij = N ’ Z
0 w pozostatych przypadkach

hij >0
2 hig =1
H jest macierzg stochastyczng
w1
Wektor waznosci W =
W,
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Google — Rownanie waznosci

Réwnanie waznosci W = HW
W jest wektorem stacjonarnym przeksztatcenia H

Dla stochastycznej] macierzy istnieje jednoznacznie
okreslony wektor stacjonarny o dodatnich
wspotrzednych
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Google — przyktad

—

o O O O HAaAHaa O

o O O Hm o O —Hm

o O o o o o -~
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Google — waznosci wynikow

(0,0600 )
0,0675
0,0300
0,0675
0,0975
0,2025
0,1800
\0,2950 /
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