KARIERA MATEMATYKA KRESLONA

UBEZPIECZ SIE,
NAJLEPIEJ U MATEMATYKA



Ryzyko i ubezpieczenie

MozliwoSC zajScia niechcianego zdarzenia

nazywamy ryzykiem.

Ryzyko prawie zawsze wigze sie ze strata.



Ludzkos¢ od wielu lat podejmuje proby
tworzenia spolecznego systemu

bezpieczenstwa finansowego.



W tym celu tworzy sie

— na__zasadzie Srednich przewidywan -

wspolny fundusz, z ktorego sa zaspokajane
nieznane z gory (losowe) indywidualne

potrzeby kazdego ubezpieczonego.



Jest to zatem pewien rodzaj solidarnosct

grupy ubezpieczonych, ktore] podstawag jest
Prawo Wielkich Liczb.

Organizuje 1 nadzoruje te dzialalnoSc¢

Ubezpieczyciel.



PRAWA WIELKICH LICZB

sa to twierdzenia (graniczne) opisujace
zwigzek miedzy

liczba wykonywanych doswiadczen a
faktycznym prawdopodobienstwem
wystapienia zdarzenia, ktorego dotyczg te

doswiadczenia.



Prawdopodobienstwo
(miara pewnosci zdarzenia)
— W znaczeniu potocznym —

szansa na zajscie jakiegos zdarzenia.



Prawo (stabe) wielkich liczb Bernoulliego (1713)

Niech X, oznacza liczbe sukcesow w schemacie
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p
w pojedynczej probie. Wtedy dla dowolnie mate;j
liczby € > 0 zachodzi
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Inaczej: dla duzych wartosci n
prawdopodobienstwo tego, ze Srednia
liczba sukcesow Y schemacie
Bernoulliego niewiele (<€) rozni sie od
prawdopodobienstwa p sukcesu w

pojedynczym doswiadczeniu wynosi 1.



W praktyce rozwaza sie rozne modele
systemow asekuracyjnych, ktore mozna

zaliczyC do dwoch podstawowych Kklas:



I.Modele przypadkow zyciowych - modele
trwania zycia, modele populacji, modele

wzrostu kapitatu;

2.Teorte ryzyka - modele czestosci szkod,

modele wysokosci szkaod.



Podstawe  teoretyczna  wymienionych
modeli stanowig matematyczne L
probabilistyczno — statystyczne teorie.
Zatem cala teoria ubezpieczen bazuje na

matematyce.



Matematyka ubezpieczeniowa jako dyscyplina
matematyki powstata w XVII wieku wraz z
zapotrzebowaniem na dtugoterminowe
ubezpieczenia na zycie. Wtedy pojawily sie tez
pierwsze prace z rachunku prawdopodobienstwa

oraz badania nad prawami Smiertelnosci.



Tablica trwania zycia Halleya (1693 r.)

T [ N T I O NS I P B B a [
O 11000 | 14 | 628 |28 | 539 | 42 | 417 | 56 | 272 | 70 | 131
1 | 835 | 156|622 |20 | 531 | 43 [ 407 | 57 | 262 | 71 | 120
2 FO8 | 16 | 616 | 30 | 523 | 44 | 397 | 58 | 252 | 72 | 109
3 (60 |17 610 | 31 | 515 | 45 | 38T | A9 | 242 | T3 | 98
A ] 732 |18 [ 604 | 32| 507 | 46 | 377 | 60 | 232 | T4 | 88
5 710 [ 19 | 598 | 33 | 449 | A7 | 367 | 61 | 222 | 75| T8
G | 692 | 20 ] 592 | 34| 490 | 48 | 357 | 62 | 212 | 76 | 68
7 680 [ 21 | 568 [ 35 | A81 [ A9 | 346 | 63 | 202 | 7T | 58
8 | G670 |22 | 579 |36 | 472 |50 [ 335 |64 [ 192 | 78| 49
9 | 661 [ 23 573 |37 1463 [ 51 | 324 |65 | 182 |79 | 4]
10| 653 | 24 | 56T | 38 | 454 | 52 | 313 | 66 | 172 | 80 | 34
11 GAG | 25 | 560 | 39 | 445 | 53 | 302 | 67 | 162 | 8] 28
12 | 640 | 26 | 553 | 40 | 436 | 54 | 292 | 68 | 1562 | 82 | 23
131 634 | 27 | 546 | 41 | 427 | 55 | 282 | 69 | 142 | 83 | 20




Podstawowe problemy

— oszacowanie wysokosci sktadek w sposob
zapewniajacy pokrycie przyszitych swiadczen;

— stworzenie matematycznego modelu
demograficznego opisujacego dlugosc trwania

ludzkiego zycia jako zmienng losowaq.

— uwzglednienie zmiany wartoSci pieniqgdza w

czasie.



Zmienna losowa — funkcja, przypisujaca
zdarzeniom elementarnym (zwigzanym z danym
doswiadczeniem losowym) liczby.

Z kazdag zmienng losowag w jednoznaczny sposob
powigzana jest dystrybuanta — funkcja, za

pomoca ktore] mozna ,zmierzyC” szanse

wystapienia zdarzenia losowego.



Jesli znamy funkcje dystrybuanty, to mowimy, ze
znamy rozktad prawdopodobieristwa zmiennej
losowe;.

Jednym z najwazniejszych rozktadow
prawdopodobienstwa w statystyce jest rozktad

Gaussa, zwany tez rozktadem normalnym.
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Funkcja dystrybuanty rozkladu normalnego ®(u) =
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Elementy modelu demograficznego

Podstawg wszystkich rozwazan w teorii
ubezpieczen na zycie jest funkcja przezycia s(x).
Podaje ona prawdopodobienstwo zdarzenia, ze

noworodek losowo wybrany z danej populacji

dozyje wieku x lat.



Elementy modelu demograficznego

Jesli przez Ty oznaczymy dlugosc¢ trwania zycia

noworodka, to
s(x) = Pr(Ty,>1t).

T, jest zmienng losowaq.



Elementy modelu demograficznego

Kazda zmienna losowa jest opisywana za

pomoca rozkiadu prawdopodobienstwa,

tzn. znane sg prawdopodobienstwa przyjecia
przez te zmienng wartosci w dowolnym

przedziale liczbowym.



Elementy modelu demograficznego

Prawdopodobienstwo  zdarzenia, ze  noworodek
przezyje co najmniej x+n lat pod warunkiem, ze
osiggnie wiek x, tradycyjnie oznacza si€ ,P,, Przy

czym 2Px+ nd =1, gdzie

2dx — prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego.



Elementy modelu demograficznego

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego

mamy:

s(x+n)

s(x)

Px=Pr(To>x+n|Tyg>x) =

s(x+n)

s(x)

oraz dy =1



Elementy modelu demograficznego

Oznaczmy teraz czas trwania zycia osoby w wieku

x przez T,. Jest to rowniez zmienna losowa.
Wtedy T, =Ty —x dla Ty = x.

Zatem ,q, = Pr(T, <n) jest dystrybuantq
zmiennej losowej T,, a ,p,=Pr(T, >n) jest jej

funkcjq przezycia.



Elementy modelu demograficznego

Powszechne sgq nastepujace oznaczenia:
(x) — osoba w wieku x lat;
q, = Pr((x) umrze w ciagu roku);

p, = Pr((x) przezyje najblizszy rok);

t|uqx — Pr(t <Ty=t+ u) = tPx — t+uPx> t|1qx — t|qx y



Elementy modelu demograficznego

Zmienne losowe Ty, 1 T, maja rozklady ciagte.

Przez K, oznacza sie dyskretny odpowiednik

zmiennej losowej T,.

Zatem K, opisuje catkowitqg liczbe Ilat

pozostalych do przezycia (x).



Elementy modelu demograficznego

Rozklad zmiennej losowej K, jest SciSle powiazany

z rozkladem T, :

Pr(Kx:k):Pr(kSTx<k+1)=k|qx=npx' Qx+k-



Elementy modelu demograficznego

Znane sa metody statystyczne, dzieki
ktorym mozna stablicowaCc rozkilady
zmiennych K, dla catkowitych wartosci

wiekow x.



Elementy modelu demograficznego

Informacje o rozkladzie T, mozna uzyskac z informacji
o rozkladzie K, 1 pewnych naturalnych zatozen o

roznicy

Zaklada sie najczesciej, ze zmienne K, 1 S, sa
niezalezne oraz S, ma rozklad jednostajny na

przedziale jednostkowym.



Elementy modelu demograficznego

Techniczna stopa procentowa (i ustala sie na

bezpiecznie niskim poziomie.
Wtedy czynnik pomnazania kapitatu ma postac

(1+1i), aczynnik dyskontujacy v = %ﬂ :



Elementy modelu demograficznego

Niech Z oznacza wartos¢ obecna sSwiadczenia z

danej polisy. Jest to zmienna losowa zalezna od T,.

Najprostsza 1 najbardziej adekwatna miara wartosci
polisy jest wartos¢é oczekiwana wartosSci obecne;]

Swiadczenia E(Z).

Nazywa sie ona sktadkq jednorazowaq netto.



PRZYKLADOWA POLISA

Rozwazmy polise terminowq na zycie
ze swiadczeniem platnym na koniec

roku smierci.



Ubezpieczony kupuje polise w wieku x.
Umiera w wieku x+T,. Wyplata sumy
ubezpieczenia nastepuje na koniec roku
Smierci, tzn. w chwii x4+ K, +1, ale

tylko w przypadku, gdy SmierC nastapi w

ciagu n kolejnych lat.



Wtedy

Z = (suma ubezpieczenia) - v¥x*1

jesli K, =0,1,...,n—1.
Rozwazajac  przypadek  jednostkowej sumy

ubezpieczenia, mamy

K+1 _
Z=‘UK+1—{v ,K—O,l,...,n—l.
00 K=nn+1,..



Jednorazowq skiadke netto oznacza sie symbolem A1 .

xn|
Zatem
n—1 n-1
A =E@) =) vF-Pril, =10 = ) vFpy- geus =
x:n| k=0 k=0
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Wartosci d,,;r 1 l, odczytuje sie z Tablic Trwania

Zycia sporzadzanych przez Urzad Statystyczny.

Przykiad: Wyznaczmy jednorazowag skladke

netto w terminowym ubezpieczeniu na zycie na
20 lat dla osoby 30-letniej. Suma
ubezpieczenia wynosi 100 000 zl. Techniczna

stopa procentowa i = 4%.



Skorzystamy ze wzoru

k+1 . 9304k _ v19 20 hdgou

A k=0

Zk oV

1 30,
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19 30+k+1
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Z Tablic Trwania Zycia z 1997 roku dla

mezczyzn przy i = 4% obliczamy

M,y — Mey 70352351 — 5 367,1479
1 — — —

= 0,055994757




Jednorazowa sktadka netto W
ubezpieczeniu na cate zycie na sume
100 000 2zt dla osoby 30-letniej wynosi
zatem

100 000-4 1 = 100 000-0,055994757 =
30:20]|

= 5599 48 zi.



Tablica Trwania Zycia dla mezczyzn 1997 r.

T [ . Py o Co T
0 100000 | 1091 0.98909 ¥ | 67.95 ()
1| 98909 57 0.99942 6770 1
2 | 98852 45 (0.99954 16674 2
3 O8807 30 1.99964 | 0.00040 | 65.77 3
1 0877 30 0.99970 | 0.00033 | 64.79 1
5 98741 24 0.99976 | 0.00027 | 63.81 5
6 O8T17 2.3 0.99977 | 0.00023 | 62.83 6
7| 98694 24 0.99976 | 0.00024 | 61.84 7
8 08670 23 0.99977 | 0.00024 | 60.86 8
9| 98647 23 0.99977 | 0.00023 | 59.87 9

10 08624 23 0.99977 | 0.00023 | 58.89 10

11 O8601 23 0.99977 | 0.00023 | 57.90 11

12 Q85T 25 0.99975 | 0.00024 | 56.91 12

13 08553 27 0.99975 | 0.00026 | 55.93 1.3

14 08526 34 0.99965 | 0.00030 | 54.94 14

15 08492 44 0.99955 | 0.00039 | 53.96 15

16 084418 62 0.99937 | 0.00052 | 52.99 16
7| O8386 88 0.99911 | 0.00076 | 52.02 7

18 08208 113 0.90885 | 000103 | 51.07 | 18

19 08185 129 0.99869 | 0.00125 | 50.13 19

2(0) 08056 133 0.99864 | 0.00135 | 149,19 2(0)

21 07923 133 0.9986G4 | 0.00136 | 18.26 2]

22 97790 133 0.99864 | 0.00156 | 47.32 22

23 1 97657 | 131 0.998G6 | 0.00135 | 46.39 | 23




Podobnie rozwaza sie inne rodzaje ubezpieczen:
na cate zycie, na dozycie, mieszane na zycie 1
dozycie, odroczone oraz ich kombinacje.
Oddzielne grupy ubezpieczen stanowig renty
ZyCciowe, ubezpieczenia Srupowe oraz

szkodowosci wielorakie.



Elementy modelu demograficznego

Oprocz skladek ptatnych jednorazowo we
wszystkich  rodzajach  polis wystepuja

skiadki ptatne okresowo.



Elementy modelu demograficznego

Szczegolnie waznym dla firmy
ubezpieczeniowe] jest zagadnienie obliczenia
bezpiecznych rezerw netto oraz brutto

dziatlalnosci finansowe;.



Matematyka ubezpieczen majatkowych

— obejmuje modele matematyczne ubezpieczen

krotkoterminowych.
Podstawowe zagadnienie to
modelowanie rozktadu tgcznej wartosct szkod w

modelu ryzyka kolektywnego lub indywidualnego.



Wysokosc sktadki musi byc¢ tak ustalona, aby

lgczna wartos¢ wyplaconych Swiadczen
nie przekroczyta

lacznej wartosct wptaconych sktadek.



Poniewaz rozktady prawdopodobienstw
wystepujacych w tych modelach sa czesto jedynie
przyblizeniem = rzeczywistych  rozktadow, w
matematyce ubezpieczen majatkowych majq

zastosowanie

metody aproksymacyjne.



W zakres matematyki ubezpieczen majatkowych

wchodzi rowniez teoria ruiny.

W przypadku tego modelu sktadki ustala sie na takim
poziomie, aby W dtugofalowym horyzoncie
prawdopodobienstwo  ruiny  ubezpieczyciela nie

przekroczyto z gory zadanego poziomu.



Innym zagadnieniem matematyki ubezpieczen majatkowych

jest reasekuracja — podzial ryzyka pomiedzy ubezpieczonego

a ubezpieczyciela, a takze czesto reasekuratora.

Polega to na wustaleniu, w jakim stopniu szkoda jest
pokrywana przez poszczegolne strony kontraktu
ubezpieczeniowego 1 jak taki podziat wplywa na rozkilad

prawdopodobienstwa dla wyptat przy zadanym rozkladzie
szkod.



— osoba zajmujqca sie zawodowo matematykag

ubezpieczeniowa.

— w firmie ubezpieczeniowej odpowiada za wycene

zobowigzan wobec klientow oraz konstrukcije produktow

tak, by oczekiwany poziom rezerw oraz strumien przysziych
przeplywow  pienieznych  zabezpieczyt pokrycie tych

zobowiazan.



W Polsce, by =zostac wpisanym do rejestru aktuariuszy,
wymagane sa

— zdanie egzaminow aktuarialnych przy KNF;

— wyzsze wyksztalcenie;

— poswiadczenie niekaralnosci;

— dwuletni staz zawodowy pod kierunkiem aktuariusza.



Kazdy zaklad ubezpieczen, zgodnie z Ustawg

o dziatalnosci ubezpieczeniowej

ma obowigzek powolania aktuariusza.
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