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Graf relacji polaczalnosci punktow prostej rzutowej nad pierscieniem
skonczonym lacznym z jedynka

Niech R bedzie pierscieniem skonczonym lgcznym z jedynka. Opisuje grafy relacji
polaczalno$ci punktéw prostej rzutowej nad pierscieniem R. Pokazuje, Zze sa one
spojne, regularne, a stopien wierzchotka jest rowny rzedowi pierscienia R. Ponadto,
przedstawiam graf jako sume rozlaczng klik maksymalnych i dowodze, ze grafy
nieizomorficznych pierscieni tego samego rzedu z taka sama liczbg prawostronnych
ideatéw maksymalnych, ktore sa rownoliczne i1 majg réwnoliczne przekroje, sa
izomorficzne. Opisuje grafy w przypadku dowolnego pierscienia lokalnego, w tym
przypadku liczba elementow kliki maksymalnej jest rowna R/M + 1, gdzie M jest
idealem maksymalnym pier§cienia R. Pozwala to takze scharakteryzowal grafy
dowolnych pierScieni przemiennych (réwniez nielokalnych). Pokazuje, ze graf
pierscienia ilorazowego R/J determinuje graf pierScienia R oraz w jaki sposéb.
Korzystajac z tej wlasnosci mozna opisa¢ grafy w przypadku dowolnego pierscienia
R. Podaje tez charakterystyke grafow pierScieni nielokalnych nierozktadalnych o
rzgdach bedacych n-tymi potggami liczb pierwszych dla n<6.



Danuta Bombik
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Kilka uwag o rzucie zdegenerowanym i jego zastosowaniach

Do klasyki geometrii wykreslnej nalezy metoda rzutow Monge'a polegajaca na
rzutowaniu danego obiektu na dwie ptaszczyzny zwane rzutniami. W modyfikacji
pozostawiono jedng plaszczyzne petnigcg role rzutni, a drugg rzutni¢ zastgpiono
prosta. Zdefiniowano bazg¢ tego rzutu sktadajaca si¢ z ptaszczyzny m zwanej rzutnia,
prostej wlasciwe] p zwanej osig, prostej srodkéw s lezacej na rzutni i1 stozkowe;j
kierunkdw k** lezacej w plaszczyznie niewlasciwej. W zalezno$ci od wzajemnego
potozenia elementow bazy, wyrdzniono 4 rodzaje rzutu, np. normalny, gdy o$ jest
prostopadta do rzutni, a prosta $rodkoéw jest niewtasciwa.

Algorytm konstruowania obrazu punktu A lezacego poza osig, jest bardzo
prosty: przez A 1 p prowadzimy plaszczyzne rzutu t.; krawedz (tzw. odnoszaca) jej
przecigcia z rzutnig, ma punkt SA wspolny z prostg S$rodkoéw. Jest on definiowany
jako srodek rozwazanego rzutu. Prosta s, (zwana promieniem pierwotnym)
przechodzaca przez punkty 4 1 S4 przecina o$ rzutu w pewnym punkcie 4P zwanym
punktem posrednim rzutu. Plaszczyzna t » ma dwa punkty niewtasciwe (kierunki)
wspOlne ze stozkowa k> . W tych kierunkach prowadzimy proste, zwane wtornymi
promieniami rzutujgcymi, przechodzace przez AP . Kazda z nich ma punkt wspdlny z
odnoszacg. Tak wyznaczong parg nieuporzadkowang punktow przyjmuje si¢ za obraz
punktu A.

Nastepnie, wzorujac si¢ na podwojnym rzutowaniu w metodzie Monge'a,
zdefiniowano rzut towarzyszacy jako rzut z dowolnego punktu lezacego na osi rzutu
zdegenerowanego na rzutni¢ (w konsekwencji na prosta odnoszaca).

Par¢ zlozong z rzutu zdegenerowanego 1 rzutu towarzyszacego nazwano
odwzorowaniem zdegenerowanym stowarzyszonym.
Podano szereg przyktadoéw zastosowan takiego rzutu na ptaszczyznie i w przestrzeni.
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O poryzmie Ponceleta

7 poryzmem Ponceleta wigzemy pewng grupe transformacji. Nastgpnie
konstruujemy rodziny dyfeomorfizmow dziatajacych na klasach pier§cieni Ponceleta.
Na koniec stawiamy hipotezy dotyczace postaci wzorow Fussa w ogdélnym
przypadku.

Adam Doliwa

Wydzial Matematyki 1 Informatyki, Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie
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Uogolnione funkcje quasi-symetryczne i geometryczny opis dualnej
do nich algebry Hopfa

Teoria funkcji symetrycznych jest dobrze ugruntowang dziedzing z zastosowaniami w
kombinatoryce, topologii algebraicznej, teorii reprezentacji, teorii ukladow
catkowalnych 1 geometrii. Funkcje quasi-symetryczne, wprowadzone przez Gessela,
sg uogodlnieniami funkcji symetrycznych o coraz bardziej rosngcym znaczeniu i
liczbie zastosowan. Jako gradowana algebra Hopfa, dualna do algebry funkcji
quasi-symetrycznych jest algebrg nieprzemiennych funkcji symetrycznych,
wprowadzong przez Gelfanda, Kroba, Lascoux, Leclerca, Retakha 1 Thibona.

W moim wystgpieniu (bazujagcym na arXiv:1603.03259) chciatbym
wprowadzi¢ dalsze uogdlnienie algebry Hopfa funkcji quasi-symetrycznych przy
uzyciu szeregow formalnych od czg¢sciowo komutujacych zmiennych. Przedstawie
tez geometryczny opis jej gradowanej dualnej z punktu widzenia algebry Foissy'ego
kolorowych drzew.
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SOFT v. HARD, CZYLI O METODZIE

Przedstawie kilka problemow, niektorych juz rozwigzanych, niektorych otwartych,
dotyczacych geometrii rozmaitosci. Beda to m.in. hipoteza Poincarego, problemy
4-wymiarowe 1 zwigzane z nimi niezmienniki, problem istnienia struktur
symplektycznych 1 kontaktowych. Gltoéwnym celem bedzie pokazanie przykladow
metod "stabych" 1 "mocnych" w podejsciu do tego rodzaju zagadnien.

Karolina Karpinska

Wydzial Matematyki 1 Informatyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika w Toruniu

karolinakarpinska001@gmail.com

Geometria kol Otta Reichela — praca z uczniem zdolnym na lekcjach
matematyki w Gimnazjum Torunskim w II polowie XIX wieku.

Celem referatu jest omowienie listy 28 zadan konstrukcyjnych, umieszczonej w
artykule Beitrdge fiir den Unterricht in der Geometrie [Przyczynki do nauczania
geometrii] O. Reichela (Thorn, 1866) oraz zaprezentowanie rozwigzan kilku
wybranych zadan. Otto Reichel w latach 60-tych XIX wieku byl nauczycielem
matematyki w Gimnazjum Torunskim.



Gimnazjum Torunskie bylo jedng z najstarszych szkél, znajdujacych si¢ na
ziemiach polskich. Jego poczatki siggaty XVI wieku. Obecnie, jego sukcesorem jest I
LO im. M. Kopernika w Toruniu. W czasach swojej dziatalno$ci Gimnazjum
przezywato wzloty 1 upadki, uwarunkowane gléwnie przez zmieniajaca si¢ sytuacje
polityczng Torunia. Jednakze, z calg pewnoscig mozna powiedzie€, ze byto ono jedng
z czolowych placowek edukacyjnych, najpierw Prus Krolewskich, pdzniej Prus, a od
1920 roku — II Reczypospolitej. W I potowie XVIII wieku byta to jedna z najlepszych
szkot europejskich pod wzgledem nauczania matematyki 1 astronomii. W XIX wieku
poziom ksztatcenia matematycznego byl tam bardzo wysoki.

Taki poziom ksztalcenia w Gimnazjum Torunskim byl mozliwy m.in. dzigki
temu, iz w szeregi uczniowskie Gimnazjum mieli wst¢gp jedynie uczniowie
wykazujacy zdolnos$ci ogolne (ktorych wyznaczniki to przede wszystkim inteligencja
1 myS$lenie twodrcze) albo zdolnosci specjalne (zwigzane z okre$lona dziedzing),
rowniez: zdolno$ci matematyczne. Ponadto, kadre pedagogiczng stanowili tam
nauczyciele o mozliwie najwyzszych kwalifikacjach. Przyktadowo, w roku szkolnym
1862/1863 na 22 nauczycieli 13 posiadalo stopien naukowy doktora. Nauczyciele
czgsto byli wybitnymi dydaktykami i znawcami przedmiotdéw, ktore wyktladali, np.
w latach 1863-1894 nauczycielem matematyki w szkole torufiskiej byt Maksymilian
Curtze — uznany pruski historyk matematyki. Nauczyciele Gimnazjum prowadzili tez
czgsto swoja wlasng dziatalnos¢ naukowa. Przyktadem jest tutaj wspomniany artykut
Otta Reichela. Zaprezentowane w nim zadania, wykraczajace poza program
wyznaczony przez wladze os$wiatowe, uczniowie rozwigzywali na lekcjach
matematyki, o czym $wiadczg zapisy w dzienniku lekcyjnym.

Przyktadowe zadanie

« 0 $rednim stopniu trudnosci:
Zadanie. Dany jest okrag M 1 krzywa CD. Znajdz
na krzywej CD punkt P taki, ze jest on srodkiem
cigciwy o danej dlugosci .

« 0 podwyzszonym stopniu trudnosci:

Zadanie. Dany jest okrag M i krzywa CD.
Skonstruuj sieczng o danej dtugosci o tak, aby jej
zewngetrzna cze$¢ miata dang dlugos¢ f oraz, aby
jej koniec P lezat na krzywej CD.
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Prosta rzutowa nad pierscieniem 7. (R)

Przedstawiona zostanie struktura kraty ideatow pier§cienia macierzy trojkatnych nad
cialem przemiennym 7. (R) ,odpowiadajagce im moduty cykliczne i ich geometryczna
realizacja.

Mark Pankov

Wydzial Matematyki 1 Informatyki, Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie
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Geometryczne przeksztalcenia logiki kwantowej

Logika kwantowa jest to krata ztozona z podprzestrzeni domknigtych przestrzeni
Hilberta, role negacji pelni ortogonalne dopetnienie. Zostang opisane przeksztatcenia
logiki kwantowej 1 zwigzanych z nig grassmannianéw zachowujace relacje
kompatybilnosci.
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Afinizacja produktu Segre czeSciowych przestrzeni prostych

Pojecie afinizacji ma swoje zrodlo w konstrukcji przestrzeni afinicznej z przestrzeni
rzutowej. Afinizacja dowolnej cze$ciowej przestrzeni prostych to usuwanie z niej
hiperptaszczyzny. W uzyskanym redukcie w naturalny sposéb mozemy zadac relacje
rownoleglo$ci. Bedziemy bada¢ afiniczny redukt produktu Segre czesciowych
przestrzeni prostych. Nalezy zacza¢ od wyznaczenia postaci hiperptaszczyzn w takim
produkcie. Nastgpnie zbadamy wiasnosci hiperptaszczyzn, ktore beda korzystne z
punktu widzenia afinizacji. W wiekszoS$ci geometrii przypominajacych przestrzen
afiniczng (np. afinicznych przestrzeniach biegunowych, afinicznych przestrzeniach
Grassmanna) rownoleglo$¢ daje si¢ zdefiniowa¢ w terminach incydencji punkty-
proste. Pokazemy, ze w afinicznym redukcie produktu Segre réwniez mozemy to
zrobi¢. Scharakteryzujemy grup¢ automorfizméw. Wyznaczymy =zatozenia, przy
ktorych automorfizmy reduktu s3 obcigciami automorfizmow wyjsciowe]
przestrzeni. Mozna zapyta¢, czy efekt afinizacji produktu jest taki sam jak produkt
afinizacji sktadnikow. Okazuje si¢, oba przypadki roznig si¢ jedynie relacja
rownolegtosci. Powstaje tez pytanie: jak bardzo afiniczny jest redukt produktu Segre?
Wykazemy, ze jest on lokalnie afiniczny (daje si¢ pokry¢ przestrzeniami afinicznymi)
jesli sktadniki produktu sg Veblenowskimi przestrzeniami gamma, ktorych proste sg
rzgdu co najmniej 4.
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Klasyfikacje grafow wzgledem relacji lokalnego dopelniania

W referacie wprowadzamy i1 badamy klasyfikacje grafow prostych ze wzgledu na
relacje lokalnego dopetnienia (skadinad, relacja ta, wprowadzona dawniej przeze
mnie 1 stuzaca do klasyfikacji konfiguracji multiveblenowskich, jest analogonem
relacji ,,lokalnego dopelnienia” grafow skierowanych znanej z literatury zwigzanej z
teorig sieci). W referacie formulujemy prosta indukcyjng wzgledem n metode
zliczania (i1 wyznaczania) klas rownowaznosci grafow o n wierzchotkach. W
szczegoOlnosci, pokazujemy, ze istnieje dokladnie 16 takich typow grafow o 6
wierzchotkach. Uzyskujemy stad, 1z istnieje doktadnie 16 typoéw prostych
konfiguracji multiveblenowskich o punktach stopnia 6, a takze dostajemy jawny opis
kazdej z tych konfiguracji.

Krzysztof Prazmowski

Wydziat Matematyki 1 Informatyki, Uniwersytet w Biatymstoku

krzypraz@math.uwb.edu.pl

»Regularne” przestrzenie Grassmanna

Wiadomo, ze w przestrzeni rzutowo metryczne] wyznaczonej przez forme
symetryczng geometria incydencyjna zdefiniowana na zbiorze jej k-podprzestrzeni o
trywialnym radykale (tzw. regularnych), z klasg pgkdéw przyjeta jako rodzina blokow,
pozwala scharakteryzowaé wyjSciowg geometri¢ rzutowo metryczng. W referacie
pokazujemy, ze geometri¢ rzutowo metryczng j/w mozna tez zredefiniowac
w terminach struktury incydencyjnej zdefiniowanej na zbiorze jej k-podprzestrzeni
regularnych w ktorej bloki odpowiadajg (k+1)-podprzestrzeniom regularnym a
incydencja jest zawieranie.
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Topologia algebraiczna nie-oswojonych przestrzeni

Probably two papers of Milnor, proposing to use the category of spaces homotopy
equivalent to CW-complexes as a convenient category for algebraic topology ([1]), and
his and Barratt's example of a two-dimensional space with a non-trivial singular
homology group ([2]), have caused that the classes of spaces that are usually under
consideration in general and in algebraic topology are really different. While spaces
beyond the category of Milnor (henceforth called: "'non-tame spaces") where usually
included when trying to phrase (e.g.) characterization theorems from general topology,
the vast majority of results from algebraic topology were restricted either to " "tame"
spaces (1.e. to spaces from the category proposed by Milnor in [1]), or were restricted
to spaces satisfying local conditions (that are naturally satisfied by tame spaces), or to
those types of algebraic invariants which are defined on that basis, that if spaces can in
some sense be approximated by tame spaces, the limits of the algebraic invariants of
the tame space are defined to become those of the non-tame limit-spaces. While the
latter invariants have been proven to be useful in some situations, they have (of
course), also a natural built-in disadvantage: They are never able to capture topological
properties, that just change when passing from the tame approximating spaces to the
non-tame limits. However, it has only rarely happened before the nineties, that
mathematicians tried to shed light on what is going on with the most widely used
algebraic invariants (the fundamental groups and singular homology groups) for
spaces beyond Milnor's category. The talk will briefly describe the methods (a lot of
them from geometric topology) that have been developed in the last 25 years for
computing these algebraic invariants in some examples (e.g. [3; 4,Thm.1.6; 5]) and for
understanding their behaviour, with the hope that one day algebraic topology will for
non-tame spaces become an as useful and standard tool as it has been half a decade
before already for tame spaces.

[1] Milnor, John: ,,On spaces having the homotopy type of a CW-complex”, Trans.
Amer. Math. Soc., Vol. 90 (1959), 272-280;

[2] Barratt, M. G. & Milnor, John: ,,An example of anomalous singular homology”,
Proc. Amer. Math. Soc., Vol. 13 (1962), 293-297;

[3] Eda, Katsuya & Kawamura, Kazuhiro: ,,The singular homology of the Hawaiian
earring”, J. London Math. Soc. (2), Vol. 62 (2000), no. 1, 305-310;

[4] Eda, K., Karimov, U.H., Repovv s, D., Zastrow, A.: ,,On snake cones, alternating
cones and related constructions” Glas. Mat. Ser. III, Vol. 48(68) (2013), no. 1, 115-
135;

[5] Bogopolski, Oleg & Zastrow, Andreas:""An uncountable homology group, where
each element is an infinite product of commutators", Topology Appl., Vol. 197 (2016),
167-180.
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Afinizacja produktu Segre zanurzalnych przestrzeni Grassmanna:
zastosowania i przyklady

Prezentacja jest kontynuacja prezentacji Afinizacja produktu Segre czesciowych
przestrzeni prostych. Skupiamy si¢ tutaj na produkcie Segre M, ktérego sktadowymi
sq przestzrenie (Grassmanna zanurzalne w przestrzenie rzutowe z intencja
przedstawienia przykltadow 1 pokazania zastosowan teorii rozwinigte] we
wspomniane] prezentacji. Przedstawiamy ogdlng konstrukcje hiperptaszczyzny w
produkcie M, ktorej idea zaczerpnigta jest z charakteryzacji hiperplaszczyzn w
przestrzeniach Grassmanna. Kluczowym tutaj sktadnikiem jest forma wieloliniowa, a
doktadniej forma p kawatkami poétliniowa 1 alternujgca. Hiperplaszczyzne H(p)
tworzg punkty produktu M ubijane przez form¢ p. Jako M mozna wzig¢ produkt
przestrzeni rzutowych, biegunowych, biegunowych przestrzeni Grassmanna lub ich
kombinacj¢. Pokazujemy, ze przy pewnych zalozeniach w M istniejg
hiperptaszczyzny niezdegenerowane 1 flappy. Scharakteryzowane zostaty
hiperptaszczyzny produktu Segre dwodch przestrzeni rzutowych. Kompletna
charakteryzacja hiperptaszczyzn w ogdlnym przypadku jest powaznym wyzwaniem
wartym realizacji.
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12:20-12:45 — (Prawdopodobnie) Danuta Bombik ,,Kilka uwag o rzucie zdegenerowanym i jego
zastosowaniach”

12:50-14:50 Przerwa na obiad

Sesja 3, 14:50-15:50

14:50-15:15 — Waldemar Cieslak, O poryZmie Ponceleta.

15:20-15:45 — Karolina Karpinska, Geometria kot Otta Reichela — praca z uczniem zdolnym na
lekcjach matematyki w Gimnazjum Torunskim w II polowie XIX wieku.

15:50-16:20 Przerwa na kawe/herbate

Sesja 4,16:20-17:20

16:20-16:45 — Krzysztof Petelczyc, Afinizacja produktu Segre cz¢sciowych przestrzeni prostych.

16:50-17:20 — Mariusz Zynel, Afinizacja produktu Segre zanurzalnych przestrzeni Grassmanna:
zastosowania 1 przyktady.



30 czerwca 2016, czwartek

Sesja 5, 9:00-10:00

9:00-9:25 — Malgorzata Prazmowska, Klasyfikacje grafow wzgledem relacji lokalnego
dopetniania.

9:30-9:55 — Adam Doliwa, Uogoélnione funkcje quasi-symetryczne i geometryczny opis dualne;j
do nich algebry Hopfa.

10:00-10:20 Przerwa na kawe/herbate

Sesja 6, 10:20-11:20

10:20-10:45 — Edyta Bartnicka, Graf relacji potaczalnosci punktow prostej rzutowej nad
pier§cieniem skonczonym tacznym z jedynka.

10:50-11:20 — Andrzej Matra$, Prosta rzutowa nad pierScieniem Tx(R) .



